Binomialni halda

O—C
= Binomial heap
¢ je halda slozena z posloupnosti

binomialnich stromu
¢ halda NENI strom, ale sklada se ze
stromu

e plati h vlastnost — zajistuje se pfi
gluéovéni o P @ @ @
e stromy jsou usporfadané
e kazdy stupen je zastoupen pouze
jednou
e binomialni halda ma vyhodu v
rychlejSich operacich slou¢eni hald O(log n) a vlozeni prvku — amortizované O(1)
halda neni optimalni pro vyhledavani
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Binomialni strom

e je rekurzivné definovan

e hinomialni strom stupné n vznikne slou¢enim dvou stromu stupné n — 1 tak, Zze kofen jednoho
se stane nejlevéjSim synem druhého

e pfi slou¢eni porovname prioritu kofend obou stromU a nasledné ten s nizsi prioritou zavésime
pod kofen s vySsi prioritou.

e binonomialni strom stupné 0 obsahuje praveé jeden uzel

e stuperi stromu = pocet syn(, ne hloubka stromu

e plati h vlastnost = vSichni potomci jsou mensi nez dany uzel, tzn. kazdy prvek kazdého stromu
ma vys$Si prioritu, nez kterykoliv z jeho potomkd, halda se proto chova jako prioritni fronta

Binomialni halda obsahuje maximalné jeden strom kazdého fadu.

e Binomialni strom stupné& n obsahuje 2" uzId.
e Binomialni strom stupné& n ma hloubku n.
e Binomialni halda stupné n ma prave jeden strom stupné n.
e Kofen binomialni stromu ma n potomku.
e Kofen binomialniho stromu obsahuje jako své potomky vSechny stromy nizSich fadu.
e Vhloubceije (n nad i) uzll
e PfisluCovani stroma k al -k =1, slou¢i se do stromu stupné k + 1
- k I=1, Ize sloudit do haldy
1 1 10 tuper; pocet strom( (binarné) = pocet
Index: 3 2 1 O :ttjopn(:rl] potence haldy vnitfnich
‘ 3 2 1 0 uzll
1 strom stupné k = 3 0 1 0
. 1 1 1
1 strom stupné k=2 0Dal 1 1 2
1 strom stupné k =1 2 1 3
0 strom® stupné k=0 0aZ2 1 1 4
la?2 1 1 5
Dala? 1 1 1 6
3 1 7

Zakladni operace binomialni haldy

Operace jsou popsany pro min-heap — nizsi prvek ma vyssi prioritu. Max-heap (ij. vy$Si prvek ma
vysSi prioritu) funguje analogicky.

Vlozeni

e vloZi prvek do haldy

e vytvofi pro prvek binomialni strom fadu 0
e aprovede slouceni tohoto stromu s haldou
[ ]

tento prvek oznacime za minimalni


http://www.algoritmy.net/image/id/1536

Mazani

Chci smazat MAX (MIN) prvek —tj. €. 18

asymptoticka sloZitost operace je O(log
n), amortizovana slozitost O(1)

mazané Cislo zvétSim na hodnotu >
kofen

prfesunu ho do kofene

smazu prvek

syny pfesunu do kofen0, ¢imz vytvofim
novou haldu

slou¢im haldy zpét do jedné

sloZitost je O(log n), protoze pfi
nalezeni prvku musi projit vSechny
stromy

hleddm MAX (MIN) prvek — vzdy v
kofenech

slozitost O(log n), protoze musime
projit vSechny stromy

prvek smazu a vytvofim novou haldu
tim, Ze po odstranéni kofene pfesunu
vSechny syny do seznamu, tj. udélam z
nich kofeny novych stromu

nasledné stromy spojim

spojuji je tak dlouho, az je to binom.
halda

funkce, ktera provede slou¢eni haldy B
do haldy A

tato operace odpovida scitani dvou
binarnich &isel

algoritmus prochazi obé haldy od
pokud halda B obsahuje strom fadu n a
halda A nikoliv, pak jej pouze
prekopiruje

pokud obé& haldy obsahuji stromy
stejného fadu, tak je slouci do
prfenosového stromu (obdoba
pfenosového bitu u scitani), ktery
zohledni pfi nasledném spojovani stromt fadu n + 1

nakonec porovna minimalni prvky obou slu€ovanych hald a za minimaini prvek vysledné haldy
oznadi niZsi z nich

asymptoticka sloZitost operace je O(log n)

Fibonacciho halda

zdroj: http://cs.wikipedia.org/wiki/Fibonacciho halda

principialné vychazi z binomialni haldy, je ji velmi podobna

kofeny strom( jsou cyklicky zfetézené

stupném, MIN (MAX) je v kofeni

muzou se opakovat stromy stejného stupné

operace vlozeni, hledani minima, snizeni hodnoty kli¢e a spojovani strom0 probihaji v
konstantnim ¢ase, amortizované O(1)

operace mazani a mazani minimalniho prvku pracuje s ¢asovou slozitosti O(log n), pficemz k
vyraznému zrychleni vypo¢td oproti binomialni haldé dochazi zejména v momenté, kdy
néktera z vétvi stromu neobsahuje Zadna data.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Fibonacciho_halda
http://cs.wikipedia.org/wiki/Binomi%C3%A1ln%C3%AD_halda
http://cs.wikipedia.org/wiki/Amortizovan%C3%A1_slo%C5%BEitost

e mezi nej¢astéjsi aplikace Fibonacciho haldy patfi Jarnik(v a Dijkstrav algoritmus, které slouzi
k vyhledavani minimalni kostry grafu a k uréeni nejkratsi cesty v grafu.

e oznacCeni Fibonacciho halda vychazi z Fibonacciho Cisel, ktera maji souvislost s poctem
vrcholll v kazdém stromé.

@if\@
offocRoXoSoRORS
o O ©® @

Pocty vrchold stromd FO, F1, ... tvofi Fibonacciho posloupnost

Struktura Fibonacciho haldy minimum

Na obr. - pfiklad Fibonacciho haldy, ktera je tvofena tfemi stromy @ o
stupnit 0, 1 a 3. Tfi prvky jsou zvyraznény (modrou barvou).

Pot%nce haldy je 9. P ’ a : HEFO®®
Fibonacciho haldu tvoi ®

e skupina stromu vyhovuijici lokalni podmince na
usporadani haldy ®

e podminka vyzaduje, aby pro kazdy uzel stromu platilo, Zze prvek, ktery reprezentuje, je mensi
nez prvek reprezentovany jeho potomky

e ztéto podminky vyplyva, Ze MIN prvkem je vzdy kofen jednoho ze strom

e vnitfni struktura Fibonacciho haldy je v porovnani s binomialni haldou daleko vice flexibilni.

e jednotlivé stromy nemaji pevné dany tvar a v extrémnim pfipadé muze kazdy prvek haldy
tvofit izolovany strom nebo naopak v8echny prvky mohou byt souéasti jediného stromu
hloubky N.

e tato flexibilni struktura umoznuje velmi jednoduchou implementaci operaci s haldou

e operace, které nejsou potfebné, odkladame a vykonavame je az v okamziku, kdy je to
nevyhnutelné, napfiklad spojeni nebo vloZeni nového prvku se jednodude provede spojenim
kofenovych seznamu (s konstantni naro¢nosti) a jednotlivé stromy spojime az pfi operaci
shiZeni hodnoty klice.

e obecné lze Fici, Ze stupen uzlu (zde je stupefi myslen jako po€et synu prvku) je velmi nizky:
kazdy uzel ma stupen nejvySe log N a velikost podstromu vychazejiciho z kofenového uzlu
stupné K je nejméné Fy.,, kde F¢ je K-té Fibonacciho Cislo

e toho je dosazeno diky pravidlu, které dovoluje ofiznout nejvyse jednoho syna od kazdého
nekofenového prvku

e pokud je odfiznut druhy syn, uzel musi byt odfiznut od svého otce a stava se kofenem nového
stromu

ke spojovani stromu.

Nejhorsi pfipad stromu stupné d, tj. nejmensi a tedy i nejméné koSaty strom, jaky je povolen, se
konstruuje sloZzenim nejmensich stroml stupnéd-1ad - 2.

Pocet vrcholl v nejmensSim stromu stupné d je Fy = Fy.1+Fqo.

Formulka je stejna jako pfi vypoctu Fibonacciho &isel, proto se této haldé Fika Fibonacciho halda.

Fibonacciho halda realizuje operace - MIN
- INSERT
- DECREASE KEY
- INCRESE KEY
v amortizovaném ¢ase O(1)
a operace - DELETE MIN
- DELETE

v amortizovaném ¢ase O(log n).


http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Fibonacci_heap.png
http://cs.wikipedia.org/wiki/Jarn%C3%ADk%C5%AFv_algoritmus
http://cs.wikipedia.org/wiki/Dijkstr%C5%AFv_algoritmus
http://cs.wikipedia.org/wiki/Minim%C3%A1ln%C3%AD_kostra
http://cs.wikipedia.org/wiki/Graf_(teorie_graf%C5%AF)
http://cs.wikipedia.org/wiki/Cesta_(graf)
http://cs.wikipedia.org/wiki/Fibonacciho_%C4%8D%C3%ADsla

Implementace této haldy je podstatné sloZzitéjsi a konstanty pifed ¢asovymi slozitostmi jednotlivych
operaci jsou pomérné vysoké. Na druhou stranu pouzitim Fibonacciho haldy mizeme dosahnout
podstatné lepSich asymptotickych ¢asovych slozitosti.

Vkladani
e vlozi se novy prvek (uzel) a vic neni nutno fesit
e pokud je novy prvek MIN, pfepoji se na ngj "pointer haldy"

Mazani

e zkofene - kofen smaZzeme
- jeho syny vlozime do seznamu, tzn. vytvofi kofenové prvky novych stroma
- provedeme ,konsolidaci“ = spojime 2 stromy stejného stupné (u binom. H se déje
pfi vkladani)
- nakonec se najde nové MIN, na které sméfuje ukazatel haldy

e zuzlu - uzel s podstromem vlozime do seznamu, tim se z néj stane kofen
- pak smazeme jako kofen
- vyjimka — ,trhani ruci¢ek” u rodi¢e — syna posuneme do seznamu, az kdyz ma
pry¢ obé rucicky

Implementace binomalni haldy

* Binomialni halda
* Radi prvky dle priority (mensi == vyssi priorita)
public class BinomialHeap<ENTITY extends Comparable> {
private Node<ENTITY>[] nodes;
private Node<ENTITY> min;

* Konstruktor
* @param capacity kapacita haldy
public BinomialHeap (int capacity) {
min = null;
nodes = new Node[ ((int) (Math.log(capacity) / Math.log(2))) + 21;

* Vlozi prvek do haldy, pokud je mensi nez aktualni minimalni, tak jej
ulozi jako nejmensi prvek
* @param e
public void insert (ENTITY e) {
Node<ENTITY> n = new Node<ENTITY> (e);
if (nodes[0] != null) merge(n, nodes[0]);

else nodes[0] = n;
if (min == null) min = n;
else if (min.value.compareTo(n.value) == 1) min = n;

}

* Smaze a vrati entitu s nejvyssi prioritou
* @return entita s nejvyssi prioritou, @null, pokud je halda prazdna
public ENTITY returnTop () {

if (min == null) return null;

ENTITY tmp = min.value;

nodes [min.order] = null; //strom vyjmeme

for (Node n : min.children) { //a z potomku udelame nove stromu
n.parent = null;
if (nodes[n.order] != null) merge(n, nodes|[n.order]);
else nodes[n.order] = n;

}
min.children.clear();
ENTITY minVal = null;



Node minNode null;

for(int i = 0; i < nodes.length;
if (nodes[i] !'= null) {
if (minVal == null) {

minVal
minNode

nodes[1]

}

else if (minVal.compareTo (nodes[i].value)

nodes[1i].
nodes[1]

minVal
minNode

}
min
return tmp;

minNode;

1++) {

nodes[i] .value;

’

== 1){

value;

’

* Slouci haldy, pokud mergovana halda obsahuje mensi prvek, nez halda, na
ktere je volana operace, pak je tento prvek minimalni i ve sloucene halde

* @param heap

public void mergeHeaps (BinomialHeap<ENTITY> heap)

Node<ENTITY> carry null;

{

i+4+) {

for (int i = 0; i1 < heap.nodes.length;
if (nodes[i] == null) {
if (heap.nodes[i] == null) {
nodes[i] = carry;
carry = null;
lelse(
if (carry == null) {
nodes[i] = heap.nodes[i];
telse({
carry = mergeTrees (heap.nodes[i], carry);
}
}
telse(
if (heap.nodes[i] == null) {
if (carry != null) {
carry = mergeTrees (nodes[i], carry);
nodes[i] = null;
}
telse({
if(carry == null) {
carry = mergeTrees (nodes[i], heap.nodes[i]):;
nodes[i] = null;
telse(
carry = mergeTrees (carry, heap.nodes[i]);
}
}
}
}
if(carry != null) throw new RuntimeException ("Preteceni haldy (halda
je preplnena)");
if (this.min == null) this.min = heap.min;
else if(this.min != null && heap.min != null &&
== -1) min = heap.min;

heap.min.value.compareTo (min.value)

}



@Override
public String toString () {
StringBuilder builder = new StringBuilder():;
for(int i = 0; i < nodes.length; i++) {
if (nodes[i] == null) builder.append(i + ": null\n");
else builder.append(i + ":\n" + nodes[i].toString() + "\n");
}

return builder.toString();

* Provede slouceni binomialnich stromu (vcetne preteceni do vyssich radu)
* @param a
* @param b
private void merge (Node a, Node b) {
if (a.order != b.order)
throw new IllegalArgumentException ("Stromy nejsou stejneho radu");

int tmpOrder = a.order;
nodes [tmpOrder] = null;
Node newRoot = null;
newRoot = mergeTrees(a, b);
if (nodes[tmpOrder + 1] == null) nodes|[tmpOrder + 1] = newRoot;

else merge (newRoot, nodes|[tmpOrder + 11]);

* Slouci binomialni stromy v jeden (zavesi strom s nizsi prioritou pod
strom s vyssi prioritou)
* @param a strom a
* @param b strom b
* @return
private Node mergeTrees (Node a, Node b) {
Node newRoot = null;
if (a.value.compareTo (b.value) < 0) {
b.parent = a;
a.children.add(b);
a.order++;
newRoot = a;
} else {
a.parent = b;
b.children.add(a);
b.order++;
newRoot = b;}
return newRoot;

* Reprezentuje uzel binomialni haldy
* @param <ENTITY>
private class Node<ENTITY extends Comparable> {
Node<ENTITY> parent;
ENTITY value;
List<Node> children;
int order; //rad binomialni haldy

public Node (ENTITY value) {
this.value = value;
children = new ArrayList<Node>();
order = 0;}



