Kombinatorika

Mame n muzii a n Zen: _Zéj* ﬂf‘?
a

kolika zpusoby lze vytvofit fadu, aby Zadné 2 Zeny nestaly vedle sebe

reSeni

Postavime zeny do rady, moznost je n!. Muze postavime do rady, je to n!. Pak rada muze zacinat
muzem, nebo zenou. Proto x2.

Pak druha &ast: Rada miize zatinat i kon¢it Zenou PF. na tiech:
ZMMZMZ

7eny lze umistit do n! mist, muZe taky. U nich je ale nutné vybrat misto, kde budou dva vedle sebe.
Proto jesté nasobime (n-1).

ProtoZe obé mnoziny jsou disjunkni, tak je secteme.

b

kolika zptsoby 1ze posadit lidi kolem stolu, aby Zadné 2 Zeny nesedély vedle sebe
FeSeni
To, co napsal Tiser, je viefikajici. Zeny miizeme posadit (n-1)! zpiisoby. Pak nam mezi nima zbyde

n mist a na ty usadime n muzi. Tady uz nejsou zobrazeni vznikla pooto¢enim muzi stejna - kazdy
by pak sedél vedle jinejch Zen, proto n!.

Relace

Mame relaci R na mnoziné N

mRn, pokud aspon tfi z ¢isel m, n, (m+n), (m-n) jsou délitelné 3ma

a

je relace R reflexivni, symetricka tranzitivni?

b

Zjistéte vSechny dvojice (m,n) tak, Ze mRn

Feleni

m a n musi byt délitelna tfemi. Pokud jsou délitelnd tiema, pak i jejich soucet je délitelnej tiema.

(Kdo rekl, ze m a n musi byt delitelne 3ma? Podle me je to tak, ze bud mam trojici kde je m i n a tim
padem 3|m a 3|n a pak taky jejich soucet a podil. A nebo mam trojici kde je bud m nebo n a pak



soucet a rozdil s n pripadne s m ktery musi byt take delitelny a tim padem i n je delitelne. Jinymy
slovy at vyrobime jakoukoliv 3jici vzdy budou delitelne vsechny ctyri cleny. A taky teda m a n musi
byt delitelne trema, ale jasny na prvni pohled mi to nepride.)

Piedstavte si, ze mate &islo x ay. m = 3x, n = 3y. A miZete sméle délit :) m+n = 3x+3y = 3(x+y).
Pak i m-n = 3x-3y = 3 (x-y) je délitelny tfema. Snad to vSichni chapou.

a co je tohle za reseni? kto dokaze ze to neni reflexivni ... sak kdyz vemu 3R3 tak (3+3 = 6) a to sedi
aikdyz vemu ORO (0+0 = 0) je delitelne 3ma. :(

Vyrokova logika
(ten latex mi né&jak nefunguje, dyZtak to nékdo opravte...)

Je 'P konsekventem ?

{((PaQ)=>R;!P=>(QaT); R=>(T a (S nebo T))}

Nelze pochopit (neznama chyba): (\Inot P \land Q ) \Rightarrow R, \Inot P \Rightarrow ( Q
\land T ), R \Rightarrow ( T \land (S\lor T ) )

reSeni

Prvni dve prevedeme implikace na disjunkce jednoduse (a => b je totez co !a v b)

Ve tretim vyroku je T a (S v T) pripadem absorbce, cili je to totez, co T. Tim se to velmi zjednodusi
a muzeme na rezolucni metodu.

Takze se to rozpadne na 3 vyroky:
PvQvR ; Pv(Q"T); 'RvT

Az potud souhlasim, ale prvni vyrok vyjde: P v /O v R protoze : ('/Pa Q)=>R=/(PaQ)vR =
(De Morgan) = (Pv!Q)vR=PvIQvR

prvni a posledni jsou OK, ale druhy musime jeste podle CNF a vyjde: PvQ a PvT (takze se rozpadl
na 2) ? spravne ? To sedi

vysledne sestaveni formuli je tedy:
PvIQvR;PvQ;PvT;!RvTspravne

a z toho rezolucni metodou zjistime, zda je to spravne?

Rezolucni metoda:

Zapiseme si vyroky do tabulky, vcetne NEGACE testovaneho konsekventu a postupne vyrazujeme
dvojice literal+negace [Demlova : prednaska 7 - tabulky 3.1. a 3.2.]

Zaver:
jak poznam ze je !P konsekventem?

Fail - samozrejme az po zkousce jsem zjistil, ze se do tabulky vklada negace zkouseneho
konsekventu.



(takze "P" je konsekventem ale "!P" neni? mozna jen spatne chapu konsekvent)

ialfa je konsekventem S |= alfa, prave tehkdy kdyz je S sjednoceno {~alfa} nesplnitelna.
§Takze vezmes mnozinu S, znegujes alfu a udelas rezolucku. Pokud vyjde jako splnitelna pak neplati S |-
iSkripta Demlova str. 56, Tvrzeni 6.1.5.

Predikatova logika
a

Pomoci uvedenych predikatit a konstantnich symbolii formulutje v predikdatovém poctu s rovnosti:
Jsou-li opery Aida a Don Jovani stejné dlouhé, pak delsi je pouze prodana nevésta.

a .. Aida

d .. Don Jovani

p .. Prodana nevésta

O(x) .. X je opera

D(x,y) .. X je aspon stejné tak dlouhé jako vy

Tohle je feSeni: (ale doby kdy jsem 100% vedel co je ktery znak jsou davno pry¢€ tak si to vyloZte po
svém.

foto vyroku na tabuli (http://sog.sweb.czZZMLO_vyrok.png) :D pekny, prectete to nekdo?
b

Pomoci aritmetickych symbolii x,+,-,:, zavorek, kvantifikatoru a logickych spojek (Zddné jiné
symboly nejsou k dispozici) formalizujte v univerzu celych cisel nasledujici vyrok:

Je-li ¢islo délitelné dvéma ruznymi Cisly, pak je délitelné i sou¢inem téchto Cisel.
Kdo vi co

a

Definujte Souvisly graf, Euleruv graf

Souvisly graf G je Eulertiv pravé, kdyz vSechny stupné jsou sudé, nebo s jedinou moznou vijimkou
dvou vrchol.

To neni definice, to je véta. Definice Eulerova grafu je: Eulertv graf je takovy graf, ve kterém

existuje tah obsahujici vSechny hrany.

Souvisly graf je takovy graf, kde pro kazdé dva vrcholy existuje cesta, kterd je spojuje.



Dokazte, ze ZxZxZ je spocetna

To je easy celkem, (ve skrpitech je dikaz) ale dokaZeme, Ze Z je spo&etna, pomoci toho e ji
sefadime do posloupnosti (kladna &isla na 2n-1 pozicich a zdporna na 2n pozicich), no a z dal$i vime
Ze kartésky soucin dvou spocetnych mnoZin je spo€etnd mnoZina a tad4a CBD. (U toho kartéskyho
soucinu je ten dikaz takovy, Ze si ty prvky opét sefadime do posloupnosti => je spocetny)!

2

Struéné feseni

1. (a) pocet fad, kde se st¥idda muZ a Zena je 2n!n!. V fad€ mohou stat na jednom misté dva muzi vedle
sebe a zbytek je stfidavy. Podet pozic dvojice muzi je n — 1. Dohromady je vysledek

2(n))% + (n — 1)(n))? = (n + 1)(n))2.

(b) Pocet zpiisobii rozesadit Zeny kolem stolu, aby mezi nimi bylo volné misto je (n — 1)!. Do volnych
mist je moZné rozmistit muZe n! zplisoby. Tedy podet moZnosti je (n — 1)!nl.

2. (a) Relace neni reflexivni, je symetrickd a je tranzitivni.
(b) m Rn pravé, kdyz obé ¢isla jsou délitelna tfemi.

3. =P neni disledkem mnoZiny formuli.
4. (a) D(a,d) A D(d,a) = (vx O(z) A ~D(a,z) = (z = p))
(b) Va;(ﬂyEizEuEIU (=g xu) Az = 2 xu) A=ly=2) = I (z==% x (g x z))



kombinatorika

Mame » modrych a n bilych micku.

a) Kolika zptsoby je 1ze rozdélit do dvou misek tak, aby na kazdé bylo pravé n micka? Misky
nerozliSujeme.

b) Bilé micky jsou oislovany &isly 1....,n a modré mic¢ky rovnéz &isly 1....,n. Kolik je nyni zptusobt

rozdéleni do dvou misek po » mi¢kach? Opét misky nerozliSujeme.

nevite nekdo vzorce?

relace
Necht’ R je relace na mnoziné Z celych ¢isel definovany predpisem
x R y, pravé kdyzZ x-y je sudé Cislo délitelné péti.

a) Ukazte, Ze R je ekvivalence na Z.
b) Dokazte, Ze pro kazdé n nélezici Z plati n*5 R n.

vyrokova logika

Pomoci rezoluéni metody rozhodnéte, zda

{(P*Q=R,TvQ,Qv~8,R<=>Q} FR"T)=>Q

{(P*"Q)=>R, TvQ,Qv1S,R<=>Q} |=(R"T)=>Q //pokud pfed tim S je to negace tak mi to
vyslo ze M je log. disledkem (R*T) => Q

vyslo vam taky ze ano ?--marenka 7. 6. 2010, 16:34 (UTC)

(leva strana napr. : t=1, s=0, =0, p = lib, r= lib)

info:R<=>Q|=|(GRvQ)*(Rv1Q)

predikatova logika

a) Pomoci uvedenych predikatt a konstant formalizujte nasledujici vyrok v predikatovém poctu s
rovnosti.

Existuji nejvyse dva kandidati na krale Persie a Xerxes je jeden z nich.

K(x) ... kandidat na perského krale

k ... Xerxes

b) Pomoci artmetickych symboli x,+,-,:, zavorek, kvantifikatora a logickych spojek (Zadné jiné
symboly nejsou k dispozici) formalizujte v univerzu celych ¢isel nasledujici vyrok:

Soucet Etverct jakychkoliv dvou riznych &isel je vzdy lichy.

5. a) Definujte pojem Formule v predikdtovém poctu. b) Dokazte, Ze v kazdém grafu je soucet

stupiii vSech vrcholt v grafu je sudé &islo.



Struéné Feseni

1. (a) Divejme se na sloZeni mickl jedné misce: Je-li n sudé, pak moznych rozdéleni je %n +1:
(pocet bilych, poéet modrych) = (0,n), (1,n —1),...(3n, 3n).
Je-li n liché, pak moZnych rozdéleni je %(n +1):
(pocet bilych, poéet modrych) = (0,n), (1,n—1),...(3(n — 1), 3(n+1)).
Souhnné to lze napsat [3n] + 1.
(b) Jsou-li mic¢ku ocislovany, vybirdme vlastné z 2n micki n, dame je ma prvni misku a zbytek na druhou.
Pocet takovych vybéra je (2:') ProtoZe misky nerozliSujeme, vidy dvé rozdéleni splyvaji (prohozeni
misek), takZe spravny vysledek je %(T)

2. (a) Relace je reflexivni, nebot 0 je sudé éislo délitelné péti. Je symetrickd, nebot je-li z — y sudé ¢islo
délitelné péti, pak i y — x sudé ¢islo délitelné péti. Je tranzitivni, nebot, je-li & — y sudé ¢islo délitelné
péti a y — z sudé ¢islo délitelné péti, pak jejich soucet musi byt opét sudé ¢islo délitelné péti a zaroveil je
tox — z.

(b) Jedna moznost je ditkaz indukci, Ze n® — n je vidy sudé &islo délitelné péti.

3. (RAT)= Q@ je diisledkem mnoZiny formuli.

4 (a) Kk) A (Y2 ¥y K(2) NK(y) = (z=K) V (y = k))
(b) VaVy3z ~(z=y) => ~(zxz+yx y =2+ 2).



kombinatorika 4,6, Jodo

Néco ve smyslu "hazime n kostkami soucasné"”

a) 1)Kolika zptasoby pokud kostky rozlisujeme muze vrh dopadnout.

2)Kolika zptisoby dopadné 1) pokud vytadime hody se vSude stejnym vysledkem (tj na vSech
kostkach soucasné padne 1, nebo 2, nebo 3, ..., 6)

b) kolika zpisoby hod dopadne, kdyZ kostky nerozliSujeme

relace

Byla zadana 5ti prvkova mnozina M{a,b,c,d,e} a na M x M se mélo

a) najit takovou relaci, ktera neni reflexivni, symetricka ani tranzitivni
b) zjistit kolik takovych relaci miiZe existovat.

vyrokova logika

jeden priklad na rezolucni metodu ve vyrokove logice, zjistit zda mnozina formuli M |= P (nejakou
jinou).

(mozne reseni je prevest vsechny formule z mnoziny M na CNF, P znegovat a taky prevest na cnf.
Vse zapsat do tabulky na rez. metodu a pokud vyjde nekde kontradikce (FF), pak M |= P plati.)

namate nekdo toto zadani?
ja mam jen cast :/
..Q>R

P=>IR

Q=>(!PvIR)

|=
PO
--marenka 21. 6. 2010, 17:10 (UTC)

predikatova logika

a), b) stejne jako pri jinych pisemkach z 2009/2010, jen lehce jine zadani

(poznamka k formalizaci vyrokove logiky, nesmi se pouzivat cislice a kdyz mam nejak vyjadrit sude
cislo, tak se to dela tak ze "existuje z" a pak sude cislo je "(z + z)" (soucet dvou stejnych cisel je
vzdy sudy.. aspon teda myslim))



teorie

a) Pﬁ.'lflad na grafy, néco s vrcholy, jako "kolik minimalné hran miZe mit graf s n vrcholy, dokazte"
b) asi je to Spatné, ale néco jako "Dokazte, e k jakékoliv existujici klausuli vyrokové logiky Ize
pritadit n¢jakou formuli ve vyrokové logice"... ?

Citovano z ,.http://stm-wiki.cz/index.php/ YOIMLO - Zkou%C5 %Alka - 9.6.2010¢

Struéné reSeni

1. (a) Na kostce je 6 moznosti, co miize padnout. Podet vysledki je tedy 6™. Konstantnich vysledki je 6,
takZe nekonstantnich je 6™ — 6.
(b) Zde je vysledek hodu n kostkami udaj, Ze padlo z; jednicek, zo dvojek,... a zg Sestek. Protoze

Ty + -+ + 26 = n, je podet vysledki ("¢%") = ("1°).

2. (a) Relace splitujici poZadavky je relace typu R = {(a,b), (b, ¢)} obsahujici jen dvé dvojice.
(b) Pocet takovych relaci je roven poé¢tu zptlisobt, jak vybrat postupné tfi riizné prvky z mnoziny M, coz
je5-4-3=60.

3. =PV ~Q je disledkem mnoziny formuli.

4. (a) Nejkratsi zapis je Vz (V(z) = (z = n))
(b) \13:(33; (z=y+y)=(Fuw (z=u+v)A~(u= v))



Matematicka logika 5-10 :

| e oA G Lofl
1. Z mnoziny &isel {1,2,...,n} zvolime Ctyrl cisla.
(a) Kolik je takovych vybért, Ze nejvetsi ze zvolenych cisel je alespon 127
(b) Kolik je takovych vybért, ze druhé nejvétsi ze zvolenych Cisel je alespon

127
2. Na. mnoziné viech n-prvkovych podmnozin mnoziny M = {1.2,...,2n}
uvazujme relaci R definovanou predpisem

n-prvkové mnoziny A, B jsou v relaci R pravé kdyz AN B # 0.
(a) Jaké z vlastnosti reflexivita, symetrie, antisymetrie a tranzitivita ma
relace R?
(b) Je-li A C M dana n-prvkovd mnozina, pro kolik mnozin B C M plati
A(RoR) B?
3. Pomoci rezoluéni metody rozhodnéte, zda
{GPAQ)—R. =P = (QAT), R= (T A(SVQ))}IEQAT
4. (2) Pomoci uvedenjch predikitd a konstant formalizujte nasledujici vyrok
v predikidtovém pocétu s rovnosti:

Sleéna B obdivuje kazdého, kdo obdivuje sim sebe nebo sle¢na
B obdivnje viechny, kdo obdivuji ji.

Olz,z)... z obdivuje y, b... sleéna B

(b) Pomoci aritmetickich symbolit x, +. —, =, zdvorek, kvantifikitort a lo-
gickych spojek (Zadné jiné symboly jako 0, 1, atd. nejsou k dispozici)
formalizujte v univerzu celych céisel:

Existuje nejvyée jedno nenulové éislo.
5. (a) Definujte pojem aplné parovani v bipartitnim grafu.

(b) Dokazte, Ze mnozina racionilnich ¢éisel je spoéetna.



Struc¢né reseni
. (a) Zjistime pocet vybéri, které dané podmince nevyhovuji a ode¢teme je od vSech vybéra.
n 11
4 4 )
(b) Podobné jako v (a) odeéteme od viech vybéri ty, lteré nevyhovujé podmince ze zadani.
n 11 11\ fn—1
4 4 3 1 )
. (a) Relace je reflexivni a symetricka, ale neni antisymetricka ani tranzitivni.

(b) Kazd4 mnozina A je v relaci R o R, takZe poget jejich pocet je (7).

3. Q AT neni disledkem mnoziny formuli.

- (a) (V& O(z,2) = Ob,2)) v (V;r: O(z,b) = O(b,z)).
(b) VmV'yElz(ﬁ(m =z2—-2Z)A(y=z-2)=(z= 'y))



