Checklist: Jak na limity

Typ: Dosadim a vyjde to. Trik: Dosadit limitni bod.
Pouzivé se pfi tom Casto nasledujicich fakti: (pouzivame L pro limitu, kterd konverguje, tj. existuje
a je kone¢nd):
— 00+ 00 =00, 00+t L =00,

—oo-L=occproL >0,00-L=—00prolL <0, cc-o00=00,
— ooL = 00 pro L>0,L®°=ccproL >1,L®°=0proL € (—1,1), L* neexistuje pro L < —1,
— L _9 L__
70+_00707_ 0,
—oL_oproL>0 1L =1, LO—lproL>0
— €® = 00, In(o0) = ooln(0+) —00.

Zaporné exponenty jsou zradné a nejlepe se fesf pomoci A~% = jb

Piiklad: nli)n(r)lo(e_”) = nll)ngo(ein) =1=0, };1_1)%(%&216_1)) 0 _,
L 1

Pozor: 5 neni hned vidét, jak ostatné plyne z 0% = +o0o. Pokud méme g5, musime se podivat na

jednostranné limity. Pokud obé vyjdou shodné, je to ta limita. Pokud vyjdou rizné, limita neexistuje.

Neurcité vyrazy: Hodi se védét, kdy dosazeni zklame:

— 0 - 00: napf. lim (%-n)zl, lim (n—lz-n)zo, lim (%-frﬂ):oo,

n—oo n—oo ) n—oo
— 2> napi. nli)ngo(%) =1, lim (%) =0, nll)n;o(%) = 00,
— §: mapt. lim (533) =1, 1 gg(i‘ﬁféﬁ)) =2, lim (57E) = oo,
— 00 —oc: mapf. lim (n? —n) = o0, lim ((n+13)—n) =13, lim (n—n?) = —oo,

— o0, 1%, 0% napf. lim [(1+ %)n] = ¢¢ pro libovolné c.
n—0o0
Triky pro tyto vyrazy piijdou nize.
Typ: Geometrickd posloupnost. Trik: Pamatuji ¢ — 0 pro |a| < 1, {a"} diverguje pro |a| > 1,
konkrétné a™ — oo pro a > 1.
~ . . gn+1 BT 3.3" _ . ﬁ _ . 3\n _
Priiklad: nlggo(—22" ) = nli)ngo(—(?)n) = 3nh_)r{>10(4n) = Snlggo[(‘l) ] 0.

Typ: Limity v nekone¢nu s polynomy, exponencidlami a podobné. Trik: Vytknu nejvyssi mocninu.
A tak zjistim, Ze polynom se chovd v nekoneénu jako jeho vedouci (nejvétsi) mocnina, coz se hodi

napi. u zlomku.
2(1 = L 1— 1L
736( “‘2)>:1im<x x2>:oo—1_ozoo-1:oo
1+

Piiklad: lim (25}) = Tim (

z—oor P27 smoo\ (14 2) Prares 2 140
v < JETRERE 2’ +3z42) _ 1 (+1)(@+2)\ _ 1 _
Obcas lze pfimo pokratit: wl_l)II_ll( ] ) = wl_l)II_ll( ] ) = wl_l)II_ll(iL' +2)=1.

2n41 n n n((=3\"
Piiklad: lim (E2042"0) = Jim (204247 = i (4 () +2))

n— o0 n— 00 n— o0 6"(1 — (2)n)
e
3 n
T 4n(_1) +2 0+2 __
_nlggo((g) 1_ (%)n ) 00T, = O0.
Zde jsme pouzili znalosti geometrické posloupnosti a faktu, ze ‘%‘ <1, ‘—%| <1la g > 1.
Vytykéani se také casto pouziva u odmocnin, jako v

VaZl+z=/22(1+ 1) =Va2/1+ 1 =|z|,/1+ L =2/1+ 1,

pozor, posledni rovnost plati jen pro z > 0!
Piiklad (vSimnéte si, ze £ — oo znamend x > 0):

hm( v 1 )— lim 21— 2) = lim el _%)

1
= lim L- =g =1
z—00 \ 3 /1 + + + 1 V1+0+0+1 2




Typ: Vyraz schovany v pékné funkci. Trik: Pustit limitu dovniti.

Piiklad: lim(sin ewl— +‘;§$>) = sin lim(eml_ 4_129)), tu limitu uvnit¥ udéldm jednoduseji neZ limitu

celé pivodni funkce.

Typ: Limita s vyrazem, ktery bych rdd zjednodusil (pravdépodobné je tam vicekrat). Trik: Substituce.
Pozn: Je tieba zcela zménit limitu, tj. pfi substituci y = g(«) musi vSechna z z limity zmizet (véetné
dole pod lim); toto nahrazeni se déld pomoci substituéni rovnice y = g(x).

Priklad: ) ) ) )
z—1+ cos(m + ) r— 1T = y— 27 y—2- Y1 cos(my) ro1
Casty trik: lim (f(z)), nechci minus nekoneéno, pouziji y = —z, tj. z = —y, dostanu lim (f(—y)).
T——00 y—00
Typ: Limita, kterou si pamatuji. Trik: Prohleddm pamét, obcas upravim.
(s .y v . . c\* _ e 71 sin(z)\  _ . —
Za zapamatovdni stoji napiiklad: lim [(1+£)"] = e };I_I)% (=) 1, ar:1_1)1r%r)1+ (zIn(z)) 0,
. In(z)) __ . _ % 1 r_1 In(z+1) cos(z)—1y __
Jim (57) =0, lim (%) =0, popt. lim (=) = 1, lim (B5E2) =1, Tim (S50=) = 0.

Funguje to jen tak, jak je psano, takze napi. u lin%) (Sm;—%)) musim pouzit substituci y = 2x, dostanu
z—

lim (252®) — 9.
y—0 Y
oy . tan(z?2 . T in(z? w14 oy vz . in(z?
Priklad: il_r)%(%) = };I_I)I%)(cos(a:) : 952 )), cast lln})(m) délam pfimo, na cast };1_1)%(8;—2))
pouziji y = z? a vysledky vynésobim.
Typ: VA — VB a vadi mi to. Trik: Nésobim a délim vyrazem /A + v/ B, pouziji
(VA —VB)(VA+VB) =
Podobny trik se pouzije pro ¥/A — /B, nasobim a délim vyrazem (‘0{/2)2 + ¥ AVB + (?{/E)2
Piiklad:

. Vitz—+/1— BT (14z)—(1—z) IERT 2 T 2
}:I—I)%( wm m) N 31:1—1)%(11(\/1—{—:1:+\/1—m)) - }:I—I)%(:I;(\/1+:n+\/1—a:) ) - :}:I—I)I%)(\/H—m‘i‘m)

Typ: 2, 3. Trik: L’Hopital.

= 1.

e e e JAYER T _f 0 vee % . . . /
Pamatuji si 9515{14 (E) = 9515{14 (—,) ale pouze pro typy %, ¢, obecnéji =, a jen tehdy, jestli pravd strana
existuje.

~ . . 2 T 2 R T 2 2
Priklad: mli)rglo(;,j) = mlgglo(%%) = mli)ncn;o(m) == =0.

D4 se také nékdy pokratit (a byvé to kratsf), viz Typ: polynomy, u typu v A — /B byva uvedeny
trik vyrazné kratsi nez I’'Hopital.

Typ: 0-oo. Trik: L’Ho6pital, nejprve musime udélat ze soucinu podil.
Priklad:

1 1
Moznost 0- 00 = 7 -co=2: lim (zln(z)) = lim (lngwl)) = lim ( z ) = lim (—z)=0.
3 z—0+ z—0+ " 7 z—0t \ =2~ z—0+
v L. L () » -
Moznost 0-00 = 0- 4 = §: lim [x sm( )] = lim ( lw ); tohle je g, ale I'H vede na derivaci
g T—>00 T—>00 — -
slozené funkce, snazii je substituce y = *, dostanu hm sin)) — 1 (bud zapamatovénim nebo
j y = lim, (55

I'Hopitalem).

Typ: oo — co. Trik: Doufdm, ze je to typ VA — VB (viz ptislusny trik) nebo Ze lze udélat néjak
pfirozené spoleény jmenovatel. Obecné zabere A — B = A(1 — %), kde % je pak typu 2> a I'Hopital
to jisti.

Piiklad: lim (v/z - In(z)) = lim (va(1 - 22)) = 0o(1 - 0)
1
E

T—00 T—r00

Ibl'-‘

V nouzi nejvétsi pouziji triku A — B = = , COZ je typ = a ’Hopital to snad udola.

1
1
A



Typ: Obecné mocniny. Trik: AB = eBm(4), Pouziji kdykoliv si nejsem jist s mocninou. Pak pouziji

trik z Typu limita uvniti pékné funkce, abych “vytahl” e ven.
Priiklad:
lim (z1n(z))
lim (z®) je neuréity typ 0°. lim (z%) = lim (e*™(®)) = e=—ot =e’=1, pro lim (m In(z))
z—07t z—0t z—0t z—0t
pouziji pfevod na podil a 'Hopitala ¢i si vzpomenu.

Typ: Limita s oscila¢nim ¢lenem typu (—1)", sin(co), cos(co). Trik: Véta o sevieni, nékdy pomiize
Véta: Omezend krat nulova jest nulova.

Piiklad: lim ("H )n) sevieme =1 < "+(;1)n < 2l Protoze 2El — 1 (viz polynomy), nutné

n—r)Loo
lim ("HCDTY —
n—00
Priklad: .
wli)rgo(mf/(g)) = wli)rgo(\/ig sin(x)). Protoze \/— — 0 a sin(x) je omezeny, dostaneme mlggo(m\n/(g)) =0.

Poznamka k vSemocnosti 'Hopitala: Cha)
L’Hoépital neumi odstranit exponencialy:

x

lim (£542) =1H= lim (£*) =1'H= lim (£3%).

o0 € teT" z—o00 \€°TE" z—o0 s € TET"
. . - o eT—e ™\ _ 71 1_e— 2% _
Zde je nejlepsf vykrdtit: lim (57%=) = mlgﬂlo(il-l-e—“) =1.

L’Hopital neumi odstranit odmocniny:

—2z
i (Y50 =10 () < i () 1 (1) = e (=)
=1~ m z—1— \ ——32% T—1— 3 o1 m 3z_)1_ m

2v/1—x3

—3z2
2T V1 — 22 V1 — 22
:1’H:% lim (27~_12—:1:3) =2 lim 3—”’) lim (J) = lim <7x)
T—1— 2\/:7 T—1— z—1- \y/1 — 3 z—1-\4/1 — 13

. V ]_ - $2 _ . 1_$2
lim (ﬁ) = lim ( )
lim (1=22) \/mlf?— (1(1@25::32)) = xlim (le) = \/g

Zase je nejlepsi vykratit:

r—1— z—1—

m—)l— 51—

Bonus: Obcas se hodi védét, jak se skladaji neexistujici limity. Pouzijeme N pro limitu, kterd
istuj t. i —1)™), i lim (& li in(1)).
neexistuje, napf ni)n;o(( "), Jim (cos(n)), xl_)n%(m) nebo mli)%(sm(w))
Pravidla:
L-N=NproL#0,L+N=N,N/L=N,N*®=N proa>0.
Neurcité vyrazy s N jiz nejsou tak uzite¢né jako u nekonecen (piiklady jsou vétSinou zalozeny na
< (1
111%(5) nebo lm%( ;). oboji jsou N): 1 1 1 1
_ . _ . . 2 .
— 0 - N: napf. hm( ) =0, lm%( 1) =1, 11%(%;) = o0 (je to 5¥), 11II(1)(.77 =) je N.

~ X napf. hn%(lf—i) L lim (£%) = 0, lim () = oo, lim (3203) je N.
— N £ N: napf. l ( [c——D c, 1m($3+[$%—$%])=oo, lir%(%—l)jeN.

— N: napf. hm[( ) 3] je N, ale 11 [(x)2] = 00.




